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医学统计学的基本方法(八) 

李占魁 潘子昂 王石麟 

八、主成分分析 

在对各种问题的研究中．为了 可麓}≠细 

地了解它的性质和性能，往往通过许多侧面进 

行调查和测量。例如．在流行病学研究巾．谭杏 

某人群的尺骨骨矿含量；调杏某人群的癌 - 死 

亡投生率等。为了弄清某地区人群骨质疏松症 

或癌亡率高低的原因，必须 r解大群体中每个 

人(被研究的客体)的衣、食、住、行等各个 而。 

要对观察客体的衣食住行情况进行表述．必须 

借助于许多参数．例如吸烟、饮酒、身高、体最等 

等 每项参数的定量表达．被称为指标．例机l每 

日吸烟量为50支，身高为l 70cm等，这样．每1 

个客体都要尽可能多的参数，例如YD硕．士描 

述 n个客体的群体，将形成 ‘个t-t×ITt无的数 

据矩阵。 

从信息获取角度，尽町能多的观删项日叮 

以避免遗漏。但是．从数理统计角度看．这些项 

目之间不一定没有关系、 至会有某种函数关 

系 例如，某人身高与其体重 ‘定有关；某』、总 

吸烟量与其吸烟开始年龄一定有关等。相关越 

强烈的两个项目，所能提供的总信息比 项 

目所提供的信息增加越少。如果两个项 之问 

具有函数关系，相关系数为 1．提供的信息 }与 

原来一个项目提供的信息量相同。 

主成分分析方法町以将许多观察项r{综合 

成新的彼此不相关的参数，每个新参数都是原 

来初始参数的线陆组台。这佯就保障 丢失原 

来的信息。同时，新的综台参数可 提供给代们 

全面的，悱除主观因素机片面性干扰的结论。例 

如，一十人R一目 {}矿 诂多少的原因，不能Il根 

据某一项指标，例如例刑 龄来判断．『 挂 至 

·1并单位 10002§ 中13友好医院临球医 研宽I 

个多项日综合贡献造成的。所以说．壬成分分析 

为医学和隹物学领域对复杂事物的研究，特别 

是流行病学研究，提供了非常重要的手段。 

l 主成分分析原理 

假设有I?t个待研究的客体，每个客体的状 

态用m个参数去描写，如X ，X ，⋯⋯⋯X 我们 

的日的是寻求新的参数，如Y．Y ⋯“Y ，其中 

每个参数Y．都是原来参数X (j=1，2，⋯⋯m) 

的线性组合，且彼此线性无关。写成数学方程式 

的形式便有如下结果： 

一 =n．一J (1) 

学虑到( )彼此线性关的要求，式(1)系数 须 

满足 1 列条件： 

．兰 一{ o j v—a： cz 
这里 ，i—j—k一1，2，3⋯⋯nl。 

为了行文方便，将各数组向量写成矩阵形 

式．式(1)和(2)分别写成： 

Y—AX 

A。一 (3) 

(4) 

式中，A 为A的转置矩阵；I为单位矩阵，即I 

的对角元素为1，其他元素为0 。 

我们将用C 表示向量 X 和X-间的协方 

差，即 

C 土∑Gr,；-- )( 一 ) (5) 

写戍协打差矩阵形式为： 

C： ；XX一 (6) 

Y的协方差矩阵将是 

E(YY ) {AX(AX)。}一ACA 一 A (7) 

』 中，A为 一对角矩阵，即非对角元素为 0，对 

角元翥为 ． ⋯⋯ 。每个 表示y (j—l，2、 
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⋯⋯m)的方差。 

用A 左乘(7)式，便有下列结果： 

A ACA =A A-_CA (8、 

(8)式结果是由于A A=】，而I为单位矩阵 

(8)式为本征方程。求解方程(8)，即为寻找满足 

条件的 ，(j一1，2，⋯ra)，即本征值。为此，将(8) 

式矩阵相乘形式展开成m×m个方程。为了求 

得A 的非零解，要求： 

cl1一 ĉ “ 

C21 C2 2一 L 

1⋯ ·一 C 1 

— 0 

同理，对 ， ⋯⋯ ，可以得到完全类似的方 

程及A 非零解的条件方程。这样，所求的 (j= 

1，2 ⋯m)为矩阵方程 

『C一盯 I=0 (10) 

的m的个根，他们被称为协方差矩阵c的本征 

值。相应的，系数矩阵A的各个分量a 是特征 

向量的分量。 

至此，主成分分析的目的已经完成，(1)式 

中综合参量yj的具体表达式已经得到。 

2 主成分分析的应用 

主成分分析有许多特点和优点，如下述： 

、  

2．1 本征值( ．)是归一化的，即有 =1的 

特性。因此，不但可以知道主成分的大小次序， 

还可以知道各个主成分对总信息量的贡献的百 

分率。 

2．2 主成分(y )是正交的。因此，代表主成分 

的各个分量也是彼此正交的。于是，在多维相空 

闻中，各主成分所代表的相空间分量向量，形成 

一 个完备的正交集。正由于这一点，保障新的综 

合参量(yj)保留了初始数据的所有信息不会丢 

失。 

2．3 主成分分析的一系列矩阵变换和运算，使 

第一主成分方差最大，因此主成分分析可以完 

成信息的压缩和浓集作用。这样，将多维相空间 

降维可以得到实施。研究前几个主成分的特性， 

便可以大概知道整个群体的特征，为科学研究 

的复杂性大大得到简化。 

由于主成分分析有这些优点而得到广泛应 

用。以下将就骨质疏松研究中尺骨骨矿含量调 

查的数据分析的具体例子，说明该方法的操作 

步骤和注意事项。 

2．4 主成分分析方法的步骤：假设，x (j=l，2， 

⋯⋯m)代表尺骨骨矿含量调查的各个项目，例 

如，性别，年龄，初潮年龄等等。我们称每个观测 

项目为描述该客体的参数向量。这样，n个客体 

构成的群体样本，提供给我们一个数据矩阵x 

一 (‰)。通常，脚标的第一个表示矩阵的行序， 

脚标的第二个表示矩阵的列序。在该具体流行 

病学研究的例子中，i—l，2’．1⋯·n，表示 n个客 

体的序号，通常是个很大的数。n表示矩阵的行 

序，书写论文时非常方便；相似于脚标i的用 

意，我们用脚标j表示调查项日的序号，通常不 

会是过大的数，为横向书写提供了方便。如果给 

出 的形式，则表示数据矩阵(x．，)的一个元素， 

例如X． 一1 2岁，则表示第i个客体的第j个参 

数的值。如果给出的是向量X ，则意指第j个观 

测项目； 意义是：将第j个观测参数对所有客 

体求平均值。主成分分析是要寻求新的综合向 

量y (j=1，2，⋯⋯m)，目的如前述。Y 脚标含意 

同x．，也顺便明示读者。主成分分析步骤如下： 

①初始数据的标准化。我们知道，主成分分析是 

基于多元统计中的方差分析发展而来的，每个 

主成分 Y．(j一1，2，⋯⋯m)的方差基于本征值 

。 然而，Y 是x 的线性组合，Y．的方差的大小， 

直接与x 的尺度有关系，某一个变量的尺度改 

变，例如170是某人身高，以厘米为单位，1+7O 

也是该人身高，则是以米为尺度，终将影响到方 

差 。如此等等。若这些尺度间没有可比性，便 

使 Y 的方差也失去可比’性。这一点，已经成为 

主成分分析的一个严重闻题。为了解决这个困 

难，必须将初始数据矩阵( )标准化。让我们考 

虑下列变换。 

一  ⋯ ) 

这里，i 一÷∑xlj为参数 的样本平均值： 
— — 一  

s 一 为参数 xj的标准偏差 1 ，
n 一 1、 ⋯  ⋯  一 一 
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这样，新的数据矩阵称为标准化了的。 

②求解本征方程。有了标准化数据阵 

(u．，)，以代替初始数据(x ．)；相应的，x 和 的 

协方差cu将变成u 和u-的相关系数．协方差 

矩阵C将变成相关系数矩阵R，方程(11)将变 

成 

l ，̂l一0 (12) 

式中， 及I意义同前。但本征方程(1 2)的解变 

成规一化，即 

】̂+ + ⋯ ⋯ }⋯ ⋯L= 1 (13) 

③将本征值系列 ，及相应的主成分 Y 由 

大到小排序，以得到有序化的主成分变量 

综上可见，主成分分析是把m个随机变量 

(j=1，2，⋯⋯m)的总方差t v分解成P(p≤ 

m)个不相关的随机变量Yi(J一1，2，⋯⋯p)的方 

差之和 + +⋯⋯ ，使第一主成分的方差最 

大。比例 ／= 表明了第一主成分的方差在总 

方差中的比值，称为第一主成分贡献率。这个值 

越大，表明Y．这个向量综合初始参数向量的能 

力越强 以下主成分的意义与第一主成分相 

同【 。了解到这一点，就可以明白为什么主成分 

Y，的次序是依本征值 ．的大小顺序排列；就可 

以明白，主成分分析要求将甩不同尺度标称的 

参数指标的数据标准化的道理。 

2．5 主成分分析用于群体聚类结果的显示：上 

一 讲我们曾指出，聚类分析作为多元分析的一 

个重要内容已得到广泛应用 ]。聚类分析的结 

果，可用贝叶斯判据加以分析。然而．预先用眼 

睛观察而后进行数学处理，为研究聚类结果的 

生物学意义，提供了许多方便 。 

大家知道，人的眼睛至多可以识别三维几 

何空间内的目标。对于几何空间的概念，人们早 

已熟悉 借助几何空间的概念，我们引入相空间 

平面x一0一y上的位置；用坐标(x，Y，z)来描述 
一

目标在立体空间中的位置。如果这些坐标x、 

Y、z不是几何坐标的意义，而换成描述一个人 

生活特点的参数指标，例如身高、体重、吸烟量 

等等，所谓目标的几何位置的概念，将换成一个 

人的尺骨骨矿含量状态的概念；几何空间的概 

念换成了相空间的概念。 

在概念替换之前，必须讲明替换的条件。条 

件就是正交要求。在欧几里德几何空间中，向量 

x，Y，z彼此正交，即彼此线性无关。而描述骨矿 

含量的参数之间并非彼此线性无关，因而不能 

构成多维相空间 主成分分析所得到的一系列 

主成分(y．)正好满足正交要求而又保留了初始 

数据的信息 ]。这是主成分分析对流行病学研 

究的第一个贡献。其次，要解决人眼观察问题， 

还必须将多维空间降为三维以下，又要尽可能 

多地保留群体在多维空间中的结构特点。主成 

分析过程中的一系的矩阵变换和运算解决了这 

个困难，最大主成分的方差最大，且依次排列。 

好的质量控制下的初始数据可以作到前几个主 

成分，例如前3个，集中了总方差的大部分，例 

如80 以上，从而反映群体的基本特征。 

主成分分析还可以用于生物学和医学研究 

乃至临床观察等许多方面。例如，因子分析就是 

基于主成分分析进行的。感兴趣的读者可参阅 

有关文献 。 

的概念。 

通常，我们用坐标(x，y)来描述 一日标在 
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